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WITOLD POGORZELSKI

Institut Mathématique
de ’Académie Polonaise des Sciences

L’ACTIVITE SCIENTIFIQUE DE LA SECTION DES EQUATIONS
INTEGRALES DE L’INSTITUT MATHEMATIQUE
DE L’ACADEMIE POLONAISE DES SCIENCES

(Résumé de la conférence faite a4 PInstitut Henri-Poincaré
le 19 Avril 1961)

Les résultats les plus importants de Pactivité scientifique de la
Section des Equations Intégrales de 1’Academie Polonaise des Sciences
concernent : 1) les propriétés des solutions et les probléemes aux
limites pour les équations aux dérivées partielles du type elliptique
et parabolique, 2) les propriétés des intégrales singuliéres curvilignes
et les problémes aux limites discontinues dans la théorie des fonctions
analytiques, 3) les propriétés des intégrales singuliéres dans I’espace.

1. PROPRIETES DES SOLUTIONS ET LES PROBLEMES AUX LIMITES
POUR LES EQUATIONS DU TYPE ELLIPTIQUE ET PARABOLIQUE

Les recherches dans ce domaine sont en liaison avec les travaux
des éminents mathématiciens frangais G. Giraud et M. Gevrey. Elles
concernent les études de la régularité de la continuité de certaines
intégrales des équations du type elliptique et parabolique, analogues
aux potentiels de charge spatiale et de simple couche.

Les problémes aux limites étudiés concernaient en premier lieu
les dérivées tangentielles de la fonction inconnue. Il convient de
rappeler & ce propos que c’est Henri Poincaré [1] qui le premier
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a posé et résolu le probléme de la recherche d’une fonction u har-
monique dans un domaine plan limité par une courbe fermée L
de Jordan, dont les valeurs limites et les valeurs limites de ses dé-
rivées dans la direction de la normale et la direction de la tangente
vérifient une relation linéaire

1) At alsu+5(s) S — 1)

en tout point (s) de la frontiere L.

Le probléme de Poincaré fat généralisé par les mathématiciens
géorgiens Vécoua et Hvédelidzé dans le cas ou les fonctions données
a(s), b(s), f(s) et la direction de la tangente vérifient une condition
de Holder.

La plus simple généralisation suivante du probléme de Poincaré con-
siste en la recherche d’une fonction harmonique # (x, y) vérifiant une
condition aux limites non linéaires (voir[2])

(2) %—{— a(syu =F [s,u(s),%—:l.

En exprimant la fonction cherchée u(s) sous une forme du potentiel
logarithmique de simple couche de densité inconnue ¢(s), on ameéne
le probléme a la résolution d’une équation intégrale non linéaire 2
la forte singularité. Cette équation est irrésoluble par la méthode
de I’Analyse classique si I'on admet que la fonction F(s, u, v) est
holdérienne. Nous avons démontré Pexistence de la solution du
probléeme (2) en s’appuyant sur le théoréme topologique connu de
J. Schauder:

«Si dans un espace de Banach une opération continue transforme
un ensemble fermé et convexe en sa partie compacte, alors dans cet
ensemble il existe au moins un point invariant de 1’opération ».
Ensuite le méme auteur a posé et résolu le probléme généralisé aux
dérivées tangentielles pour 1’équation elliptique

o%u : ou ou ou
3) Za,,, 355+ 4: ba(X) g+ e(Xpu = F(X,u, S ax,,)

@f+1

(aux coefficients holdériens) dans l’espace a4 n dimensions. Ce pro-
bléme (voir [3]) consiste en la recherche d’une fonction #(X) qui
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vérifie I’équation (3) en tout point intérieur X(xj,...,x,) du domaine
Q, limité par la surface S, et qui satisfait a la relation

du ’
4) AT + g(P)u= G[P,u,usxP y Ustpsesnllsg 1

en tout point P de la frontiére S. On a désigné par du/dTp la valeur
limite de la dérivée transversale au point P et par U [P da==1,4, ¢

les valeurs limites au point P des dérivées dans les directions s# des
g champs de tangentes définis en tout point P de la surface S. On
admet que:

1) la surface S vérifie les conditions de Liapounoff;

2) la fonction G(P, u,, uy,...,u;), définie dans la région [PeS,
{u,| < R], vérifie la condition

| G(P,uy,..., u)—G (P, ug,..., uy) |

q
ke|| PP + Juy — up ' 4 X |u— w5
a=1

3) tout champ des tangentes donné {s{»} vérifie la condition:
angle (s, s&) < const |PQJ's;

4) la fonction g(p) est holderienne.

Nous avons démontré I’existence de la solution du probléme
proposé en nous appuyant principalement sur le théoréme de Schau-
der et sur cette propriété importante que les dérivées tangentielles
du potentiel de simple couche vérifient une condition de Hélder au
méme exposant que la densité de cette couche.

Les recherches concernant 1’équation du type parabolique nor-
male

oy 0%u : ou
(5) a%. aaﬂ(X) t) Ixaxﬂ e Zl ba(X7 t) E‘: b
ou ou ou
2 C(X’ t)u sy E =F(X)t) u, 'o_x)---) ‘gx—”)

consistaient en la construction de la solution fondamentale I'(X,¢;
0,7), dans I’hypothése plus générale que les coefficients de (5) soient
héldériens (voir [4]). Ensuite nous avons étudié la propriété du po-
tentiel de simple couche
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t

(6) U(X, t) = J [ [ r(x,t;0,909(0,7)dQdx

relatif 4 1’équation (5). La propriété la plus remarquable est celle
que, si la densité ¢ non bornée vérifie les inégalités

PO 2 B m<il)

The
b e d
(™) 9(Qy7) — (@) | < 55 1997 . (0 <h, <)
étant continue relativement a 7 dans [Q € S, 0<v T, alors les
valeurs limites des dérivées tangentielles de (6) existent, s’expri-
ment par les intégrales singulieres et vérifient les inégalités de la
méme forme

coM,
UsP(P,t) = ‘7,,‘,““’

‘ oM, + C’k,
(8) | UsP(P’t) i USPI(Pl’tH ~ VTR fpogl| o

he #
[[PPII + |t —1t] ]
(0 <t <t < T). Cette conservation des exposants %, et u, permet
de résoudre le probléme aux derivées tangentielles, pour I’équation
parabolique (5), analogique au probleme (4), par la méthode topo-
logique de Schauder (voir [5]). L’application de cette méthode dans
le probléme exige des considérations plus délicates, a cause de la
présence des intégrales singuliéres et de l'illimitation des dérivées
si #—0. Nous parlerons encore sur les résultats les plus importants
concernant le systéme parabolique de N > 1 équations d’ordre M>2

0<kit ... +ky<M
O) Pyyoti) = D) Ayha(X2)

1<j<N

Okttt kn gy, ou,

O k. 0k ot

(e =1,...,N) a N fonctions inconnues u,(X,t),...,u,(X,t) dans D’es-
pace euclidien E de points X = (xy,...,x,) pour 0 <? < 7. On ad-
met que les coefficients A,; sont holderiens par rapport aux variables
X et tsik +...+k, =M et holdériens par rapport 2 X si &k +
+...4+k, < M. On admet ensuite la définition de parabolicité de
M. Petrovsky [6].

En s’appuyant sur la méthode de la détermination de la solution
fondamentale pour I’équation du second ordre, exposée dans notre
travail [4] et sur certains théorémes de Gelfand —Chilov [7] et Eidel-
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mann [8] nous avons déterminé d’abord la matrice {W;(X,t; ¥,7)}
de «quasi-solutions» par les intégrales de Fourier et ensuite la matrice
de solutions exactes {I';(X,t; Y,7)} par la résolution d’un systéme
d’équations intégrales de Volterra singuliéres “(voir [9]).

Nous avons étudié ensuite les intégrales généralisées de Poisson-
Weierstrass ‘

X0 =[[[ Zl' L(X,t; Y,0)f(Y)Vd
B of= :

(e =1,...,N) et les intégrales analogues au potentiel de charge spatiale

: N
VX = [ [[[D FXt; Y,2)eu(Y,7)dY v
0 E
en démontrant les propriétés importantes
lim j,(X,t) = f(X)
t—0

YOV, Vil = — el X:t)

et une certaine régularité de continuité de ces intégrales et leurs dé-
rivées jusqu’a l'ordre M (voir [10] et [12]). Nous avons appliqué
les propriétés obtenues pour la solution du probléme de Cauchy
relativement au systéme quasi-linéaire

PE(u,...,uN) = F[X,t; (1), (D’w),...,(D¥u)].

Nous citerons encore les travaux [13] et [14] de M=e J. Wol-
ska-Bochenek consacrés aux propriétés des intégrales d’une équation
aux dérivées partielles de I’hydrodynamique du liquide visqueux

o4A¥
44¥ — SHET 0T 0
ainsi que la résolution par la méthode topologique du probleme aux
limites dans la théorie du mouvement non stationnaire plan d’un

liquide visqueux.

II. PROPRIETES DES INTEGRALES SINGULIERES CURVILIGNES ET LES PROBLEMES
AUX LIMITES DISCONTINUES DANS LA THEORIE DE FONCTIONS ANALYTIQUES

Les problémes aux limites de la théorie des fonctions analytiques
consistent en la détérmination d’un systéme de fonctions holomor-
phes séparément dans un ensemble de domaines, dont les valeurs
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limitent aux frontiéres vérifient les relations données. Les problémes
connus de Riemann et de Hilbert sont de cette espéce.

Les problémes sont dits discontinus, si les fonctions li-
mites admettent des points de discontinuité sur les frontiéres des
domaines. Les problémes discontinus étaient étudiés pour la pre-
miére fois par le célébre mathématicien géorgien N. I. Mouskheli-
chvili (voir [15], p. 251).

Dans notre section de I'Institut Mathématique nous avons étu-
dié quelques problémes aux limites discontinues, linéaires et non
linéaires, sous les hypothéses plus générales concernant les fonctions
limites et les lignes de frontiére. Nous avons introduit dans ce but
une classe $H* de fonctions discontinues complexes, définies sur
les réseaux formés par les arcs simples 1, I,,...,/,, aux tangentes in-
térieures continues, qui peuvent avoir les extrémités ¢,, c,,..., ¢ com-
munes. La classe $! est un ensemble de toutes les fonctions g¢(2),
définies dans I’ensemble de points L =1 + ... +1,, vérifiant les
inégalités

const
le® <377
I

t—ec¢,
v=1],

Vo _cost|t —t,[*
(1) [p(t) —g(t) | < [|t—-cv||t1—6v1|]“+h

ou t, 4 €ce,; hLete,;

0<a<l; O0<h<l; ad+h<l

La classe définie a deux propriétés importantes suivantes (voir [16]
et [17]).

1. Si ¢(t) € Ht, alors la fonction définie par I'intégrale singuliére
de Cauchy

@ o) — [H2T

en tout point ¢ € L, différent des extrémités c,, appartient aussi 2 la
méme classe Hf, si ¢ >0, et 2 la classe H" si a =0, ¢ désignant
un nombre positif arbitrairement petit (tout arc /, a une direction
individuelle fixée indépendamment I'une de I’autre).
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2. Si ¢(t) eHh, alors la fonction

g o(7) dv
3) Ko=) ssiforg T
L
séparément holomorphe dans les domaines S, S;, S,,... limités

par les arcs [,, vérifie I'inégalité aux singularités faibles

const
PR <7
2—c,

NS

v

1l

1

ou § =a, si a >0, et § — arbitrairement petit, si « = 0. Le prob-
léeme discontinu de Hilbert pour le systéeme d’arcs L consiste en la
détermination d’une fonction @(z), séparément holomorphe dans
les domaines S.,;, S;, S,,..., dont les valeurs limites @+(¢) des deux
cotés de tout arc [, vérifient une relation linéaire donnée

(4) P*(1) = G(1)P~(1) + &(2)
en tout point intérieur ¢ des arcs /,. La fonction donnée G(t) vérifie
la condition simple de Hélder a l'intérieur de tout arc I, et admet
les points de discontinuité de premiére espéce aux extrémités ¢,. La
fonction donnée g(t) appartient a la classe H.

La solution du probléme est donnée par la formule de méme
forme que dans le cas classique

(1) (v —2)

X(2) étant une solution, dite canonique; P(z2) est une fonction entiére
arbitraire [18].

Nous avons traité ensuite le probléme de Hilbert discontinu non
linéaire qui consiste en la détermination d’un systéme de fonctions
D, (2),..., D,(2) séparément holomorphes dans S;, dont les valeurs
limites @* (#) vérifient un systéme de relations.

(6) D7(2) = G(t) Dy(t)+ F [t,1,D7 (B),.... D (), DPL(2),....D5 ()]

en tout point #5%¢" sur L. Nous avons amené le probléme a la réso-
lution d’un systéme d’équations intégrales singuliéres non linéaires
et nous avons démontré l’existence d’une solution du probléme (voir
[17]) par Dapplication de la méthode topologique généralisée de

(5) o) = 52 [N 1 X@Pe).
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Schauder —Leray [19]. Nous citons encore le probléme non liné-
aire discontinu de Vécoua qui consiste en la détermination d’une
fonction @(z) holomorphe 4 lintérieur du domaine S+ limité par
une courbe de Jordan L, dont la dérivée @™)(z) admet une fonction
limite @™(#) de classe §!, relativement aux points de discontinuité

sur la courbe L, qui vérifie une relation non linéaire

7 Zm Re |a; (1) 99(t) + [b, (1, y@(v) do.| =

= F[t, 9(1),2'(2),..., D™(t)]

en tout point ¢sc, sur L. Les fonctions a;, b; sont données. Le prob-
leme conduit 2 une équation intégrale singuliére non linéaire que
nous avons résolu par la méthode généralisée de Schauder —Leray.

III. PROPRIETES DES INTEGRALES SINGULIERES
DANS L’ESPACE ET LEURS APPLICATIONS

Les recherches du troisitme domaine concernent quelques pro-
priétés des intégrales singuliéres dans ’espace de la forme

(1) O, u)= [ F(z—y, wg(y) dy.

Q
Q étant un domaine dans I’espace euclidien & n dimensions limité
par une surface fermée S, la fonction F(x,u) est définie par la formule

N(x" u
@ Fa g -5
\ ||
x' =x' |x| est une projection centrale du point x sur la surface » d’une
sphére unitaire, centrée 2 origine de coordonnées, N (x’, u) est une
fonction définie dans la région (x" € w, u € 2%), vérifiant les conditions

3) [N uyds =0, ueo*

| N(«', u)— N(&, %)| < const [|&' — & ['o + |u— ii|M],

On a introduit les fonctions discontinues ¢(x) de classe %, définies
dans Q et vérifiant relativement aux surfaces de discontinuité S, ,
S;...,8, les inégalités suivantes
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const
lp(x) | < EoEF

(4 o —al®)] < SRl

00 b Ol < Lo 1A L) ol |32, désigne la distance
entre le point x et le point le plus rapproché x, sur les surfaces S;
les points x, X sont situés dans le méme domaine partiel de la région
=TS T8 ‘

On a démontré le théoréme suivant: Si la fonction ¢(y) appartient
a la classe ! (>0, 2 < min (k,, k)), alors la fonction @, dé-
finie par lintégrale singuliere (1), appartient a4 la méme classe rela-
tivement 2 la variable x (voir [20]).

On a appliqué la propriété précédente 2 la résolution d’un probléme
aux dérivées tangentielles discontinues pour une fonction harmonique
dans l’espace (voir [21]).
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SUR L’EFFET DE LA SATURATION DIELECTRIQUE
ET SON ROLE DANS LA CHIMIE
DES COMPOSES ORGANIQUES

Nous envisageons les molécules polaires d’'un gaz, c’est-a-dire
des molécules ayant un moment électrique u, soumises 2 un champ
électrique intense E. L’ensemble des molécules acquiert un moment
électrique M qui, dans la théorie de Debye, s’exprime par la formule

M= Ny L (x)

N étant le nombre des molécules et L —Ila fonction de Langevin
d’une variable

_uF

=

ou F représente l'intensité du champ électrique réellement agissant sur

la molécule, £ —1la constante de Boltzmann, T — la température ab-

solue. Méme pour les champs électriques trés intenses il suffit de

développer la fonction L en série, en conservant les deux premiers
1

termes: L(x) = %x - sz + ... On trouve

X

1 1
M =§N‘ux(l —E*+ 3h).

Le terme — 1/1542 est responsable de la diminution de la constante
diélectrique sous l’action d’un champ électrique intense. Cette di-
minution constitue le phénoméne dit effet négatif de la saturation
diélectrique.
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D’autre part, pour les liquides tels que le nitrobenzéne, nous avons
trouvé un effet positif, c’est-a-dire une augmentation de la constante
diélectrique du liquide soumis & l’action d’un champ électrique.

Afin d’expliquer ce phénomeéne, nous avons proposé une théorie
admettant ’existence, dans les liquides polaires, des paires molé-
culaires transitoires ayant un minimum d’énergie potentielle dans
la configuration antiparalléle des dipoles. La déformation de telles
paires sous l’action du champ électrique extérieure produit une pe-
tite augmentation de leurs moments effectifs et par conséquent une
augmentation de la constante diélectrique du liquide, ce qui cons-
titue, dans ce cas, I’effet intermoléculaire de la saturation
diélectrique positive. Ainsi, au lieu de la formule précédente, on
obtient

st l 1 2
M= §N,ux(Rp — 15 R)),

ol R, et R, sont les facteurs de corrélation de la polarisation et de
la saturation diélectrique. Pour le nitrobenzéne R, < 1, tandis que
R, < 0, ce qui correspond 4 une augmentation du moment M, c’est-
a-dire 2 la saturation diélectrique positive.

L’effet de la saturation diélectrique positive a été discerné aussi
dans les liquides consistant de molécules avec rotation interne des
groupes polaires. C’est un phénomeéne intramoléculaire;
c’est d’aprés la maniére dont cet effet dépend de la concentration
de la substance dipolaire dans un solvant non-dipolaire que l'on
distinguera enfre l'effet intermoléculaire et leffet in-
tramoléculaire [1].

Un nouveau type d’effet de saturation diélectrique trouvé dans
notre Laboratoire par M. J. Malecki [2] présente une allure trés
caractéristique. Cet effet a lieu dans les alcools et leurs solutions
dans les solvents non-polaires. Ainsi, dans des solutions d’une
concentration molaire entre 0 et 40 pour cents, la saturation dié-
lectrique est positive, aprés quoi elle change de signe pour devenir
négative au-dessus de 40 pour cents. Une telle allure résulte des pro-
priétés de la liaison hydrogéne, le proton ayant en outre du mini-
mum principal d’énergie potentielle 3 1 A de P'oxygéne-accepteur
un minimum moins profond 2 1,7 A de I’atome d’oxygéne. Le champ
électrique extérieur augmente la probabilité de transition du proton
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vers ce deuxiéme minimum, ce qui équivaut i un accroissement du
moment moyen du pont hydrogéne. C’est ce qui engendre l’effet
positif de saturation diélectrique dans les solutions dans lesquelles
les diméres représentent la forme majoritaire. A mesure que le nombre
des triméres, tétrameéres etc. augmente, I'effet devient négatif, puis-
que le déplacement collectif des protons produit une inversion
des moments des liaisons O —H et ne donne pas d’accroissement
aussi important du moment électrique du multimére que dans le
cas des dimeéres. :

Ceci est illustré par ie diagramme d’un tétramére, c’est-a-dire
d’un complexe de quatre molécules d’un alcool R.OH liées entre
elles par trois ponts hydrogéne. La fleche montre la direction du
moment de la liaison O —H. Voici le tétramére avant que le dépla-
cement des protons ait eu lieu:

Par suite du déplacement des protons, ce tétrameére présentera un
moment électrique amoindri des moments des liaisons O —H in-
verties:

R R
| |
0

. La théorie de la saturation diélectrique résultant de ce processus
est présentée dans une autre publication du méme auteur [3].

Le champ électrique extérieur E appliqué au diélectrique agit
sur chacune de ses molécules en y amenant des déplacements des
électrons et des atomes et en produisant une orientation de la mo-
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lécule toute enti¢re. Toutefois, le champ F auquel est soumise cha-
que molécule dans le diélectrique présente généralement une in-
tensité qui dépasse celle du champ macroscopique E existant entre
les plaques du condensateur qui contient le liquide diélectrique me-
suré. Le champ F agissant réellement sur la molécule est désigné
«champ interne». Son calcul dans le cas général n’est pas possible,
puisque sa valeur varie d’un effet a P'autre, méme s’il s’agit d’un
méme milieu. Le champ interne pourra étre évalué d’une maniére
assez vague d’aprés la méthode de Lorentz, ce qui donne

F=_'°‘;L—2E,

ou d’aprés celle d’Onsager, ce qui conduit a

3e

Foot AR

ol R est le vecteur du champ de réaction. Il y a longtemps, le pré-
sent auteur [4] a pu constater que, dans le cas des phénoménes d’o-
rientation moléculaire dans le nitrobenzéne, la formule d’Onsager
conduit 2 des valeurs qui rendent compte de I’expérience d’une ma-
niere beaucoup plus satisfaisante que celle de Lorentz.

On se pourrait attendre a une réponse tranchante, en ce qui
concerne ce probléme, de la part de I'effet de saturation diélectrique
di au champ magnétique, c’est-a-dire de la part de I'effet consistant
dans une variation de la constante diélectrique d’un liquide dipo-
laire sous l'influence d’un champ magnétique.

La théorie de cet effet a été donnée par M. S. Kielich et le pré-
sent auteur [5]. Le champ magnétique agit de maniére a orienter
les molécules douées d’une certaine anisotropie magnétique. Ces
molécules, toutefois, possédent en méme temps une anisotropie élec-
trique ainsi qu'un moment électrique permanent. Cela produit une
orientation des moments électriques induits et permanents dans
le champ H et, par suite, une variation de la constante diélectrique
du milieu. Cette variation, 4e™, calculée pour le nitrobenzéne a partir
du champ de Lorentz et en tenant compte des interactions molé-
culaires, est égale a

A 3,6710-WHS,
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tandis qu’ avec le champ d’Onsager on obtient
A =26 1" P

Cet effet, le présent auteur 'a recherché il y a bien d’années; toute-
fois, sa détection s’avéra impossible a cause de la précision insuffisante
des méthodes a cette époque [6]. Ce n’est qu’a la suite de longs
préparatifs que nous avons pu élaborer 4 Poznan, M. A. Chetkowski
et moi, une méthode suffisamment exacte que nous avons ensuite
utilisée au Laboratoire du Grand Electroaimant i Bellevue avec le
but d’aborder ce probléme [7]. Nous avons éliminé la source majeure
d’erreur — les courants de Foucault — en utilisant un condensa-
teur a plaques divisées ainsi qu’une méthode différentielle. Celle-ci
consistait & mesurer la variation de la capacité du condensateur avec
le liquide placé dans le champ magnétique lorsque lintensité de
celui-ci augmentait de 40 kOe a 50 kOe. Ainsi nous piimes observer,
dans le nitrobenzéne, l'effet de saturation diélectrique dans un champ
magnétique. A partir de la variation différentielle mesurée de la cons-
tante diélectrique, on a calculé la valeur de Ae™ correspondant a4 une
variation du champ magnétique de 0 a H. Les expériences ont donné

Ae™ = (2,6 4 0,3) - 1014 2,

donc une valeur qui est en trés bon accord avec celle qui résulte de
I’hypothése du champ d’Onsager.
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